6 Belirli integrallerin Uygulamalari

6 BELIRLI [INTEGRALLERIN UYGULAMALARI

6.1 Dilimleyerek Hacim Bulma ve. Danel Cisimlerin Hocimler
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Lab] al‘alu§ mndo, sekildek: gibi bir S kaht cismnin her % pok
Yasindo kedit alont A ve A ,alia strebli Fonksigeny ise koh S
cisminin hacmini; belirli indegral obruk asagcoki yolla hesaplorn.

CawWl'nin bir Pargelonst P= §20,%),--) %3 olsun. k. alb ershk-
oki silindidk kot clsmin hocm AV, = Aex) Avy din

Rlxg)
Toxe

_ b
UPll2o fein éﬂ\’t =é‘4fm4n limiti aliavse af Atx)dx elde edilis,

T'amn. XzaVdan x=b'ye mi-qfa”enebdm A kesit alan BI:-
lnan bir kati cismin haum, a\dan bye Alam integralidis,
i V—H J M) dx.
N— |
Ornek 12 Bir kenarimn vivnlvgv 3 m elan, kare +obano schip bir
prramidin yokseklig) 3m dir. Piramidin hacmini bolun.

x-eksanin Pitamifia merkezindan g egir- i
J:g\mzde, Us} kenor cjagrqswwn denklemi Y= 2% 3 / 3
dw. Co3] am\uilnaa‘:f herhangi bir x notrasmdy d = ~

kesit kb\qefm'}n alaat Al =x* dir,
Burg qore kactug 3
H= f Atxidx =fz"dzc—- g =9
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6 Belirli integrallerin Uygulamalari

Ornek 2! Cavalieri Prensibi

Cavaliert Pre.f\s'i Li, yvkseklikler ayAl ’
ve her gbkal’.hH'eH (roktos) kasit clon- ,

lan ayhl olan ik tak cismin hgcim- 1 _l'l/
\eri de aynt oldiguav Siyler, el

area at every level

Ornek 3 Yanpapl 3 olan bijr S'J"md'tf‘, once silindir merkeatine
ik bir dinlem tarefindsn lce.sﬂigaf: Daho soarg, birine; dozlemk
45° a1 Yyopon ve silindir merkezinden qe¢en, ikinci bir dinlem
ile kesiliyor Elde odile, Kamania hocmini  bulunn.

x- eksenine dik bir kesit belgacinin

alani
Alx)= x.(2{9a) 2 Ng2n
= 2% { g ia
dir.
Hacim . 3 = =g+ _ ¢©
H J Aexidx = 2280 Jx [““"‘"‘""‘]-J VIt (~duw)

3 ]
= I 2 Sk 3
"'OI 7} du - 3 W g - ‘8 br.

Y
Ornel 4’ Seclildeks qibi ket bir anlun.vn X [
x-eksening dik kesit alan,, Gapt x-eksani ile %
3= €375 arasmdaki viakk olan gembasal :

2]

) . In
c\\skhl‘- -0l xg laq ah:lt‘?lrda bbﬂmn.w\ hocmint bulvava., al

Kesit olant  Ac)=irt=sp (Lu)= -‘%" e A

In2 " Ina \nv
Haci m H:_—jﬁ At:cﬂ;c:c!_lx\‘o af %’te_'l.‘lta'x =allgﬂ-on %e_"uﬂi =l %{q-é")

- z. Ll" L]
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6 Belirli integrallerin Uygulamalari

Dénal Cisimlerin Hacimleri : Disk Yanbemi

Bir dizlem bslaesinin , dvileminde bulwmon bir eksen
etrofinda Aal‘d““bhﬂﬂ‘lule dde edilen kohi cisme bir danel <isim
c\en‘m Bu cismin hacmini bv\l\wk €1 2 kasit olon, A,cx)'\;n yari—
tapt Rexy olon Vir Jkkin alan olak/iww gbmal: ye.alerl'id?f-

Dsnel cismin hacmini hesaplomonin bu Yondemine, disk yonlemi dein

Ornek\; ocxLy am\cg'rda Y= egrisi ile x-ekseni am-
_sta \cd\a/\ bo\genm x-~eksoni e-l-ra'rcrdﬂ c’Er\de‘d‘Meﬂgle O~

lucm\ cldne\ ClSMmin hac:mma bu'vnul

o Rex)=htey=p "
@A y dV=5t ﬂcx}dz .
V=3t { Ko =1 () e =on (dx s
o

Arnek 25 y=@m B egrisi) Y=l ve %=} daqrulan crasinda valan
bolgenin Y=\ clor-jf‘u:fu edrofindy d‘d/dordlﬂq:gle Olusan donel

cismin haemini buluner .

cl\l: N ﬁ(-:) c’v
Rend= 4t
="£‘J:: -.ﬂ(f“d)idx " 3: L
V= Jt I xt —IJ‘LCJK =T f (X—?..“-H)Jx M e
=& br"

Ornek-3 S’Wr egfisi , x-eksen) ve x=o jle x=2 dogrv-
lart e snmlonon bolgenin x—eksen! edrufindy d‘or\cjor‘u'ma-
St ile olsan donel cismin haendini bulunin.
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6 Belirli integrallerin Uygulamalari

o
V=L Riwy dy 1 x=2bone
:J‘t(’?&)’dx, = lmo 'émfl?‘ dr:zSeZ‘ede]
V= -‘ﬂ{l; secte Ty L {
= 16X g ; mmtda = z:mé( costede =2t | Lt&.:‘._?.eqle:—n:(eé-"‘“?

)
=x (% +%) be
Bir x=Rty), c2y<¢d eFrisi va Y-eksen| arosinds kolan
bolgenin y-eksent edrofinds dvpdvrvlmasiyle olyson dBnel cismin
haeminy bulmalk Tqtn, x yering Y l:ogemk ayn| 3'31\4&:!4:' tollona.
biliria. Bv duvmda, gombersel kasit alan
Acd)= ot [ Rw]*

hr.
Ornek 41 x=F ) 12424 eGrisi ve Y-ekseni armsindaki bélge-
nn Y-eksent etrofinda cl‘dna'iirii’ueﬂg)e oluyson dénel cismin he.
Ming )?_u_’unuz-

i Rid)=3 dv= Abdy = st(g) ey

dy —t Y 1 1
A=l V—.‘( dv:.'j (%) Js:'n,f oy

=ant(-§ | =35 b3

501\&\453 K= Y5 pam';a\ii ve xX=3 da%rusu aroSindo kalon ):a,ﬂa!l

bolgenin x=3 dogrusy etbinds dondurslmesiyle olyon dédnel eiguin
hacmini  buluave.

Y Ry 2 — ¥ . RCQ}:‘g" (3"'“) dv: JU [W)‘\Jg

= ot i 21
vl o WS .q.(gjc.lt[‘-"nﬂq V:JE éj Ll"‘j".)'ldg

o1, 3 5 =5 (2402 L
A, =3 Lns-%a"-t-%‘? \ﬂ
VI i - GQEE" L'J. -t
==1s
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6 Belirli integrallerin Uygulamalari

érne,l'— 6’ 14x<® ara\lﬁand ¥=% egrisi ile x-ekseni araswnda
Lalon Bé\get\'m, x-eksent etrolinds A‘a{d“.r{;lmeﬁg)e oluson donal
cismin hacmini buluave,

| '55"‘,[\2 dv = Atelx = JT -_L-;_J'\z

=_> s . b
e A0 gﬂfﬂ:“[L 1 V=Ji :r -;-cld‘l'. =£§£’$:° !'4;"1.‘;)(

; S
=tlim L [em fiw (f4)=st b

Q'dlqen'l N a\al\l ?

Pul (siosher) Yontemi
Bir kol clismi olusturvrken dondirslen Eslge, dondirme ek
senine <inir degilse ) ket cisim bir delik igerir Dsndorme elsen.

ne dik rest alent, disk yerine pul seklipded;r. éﬂﬂt)

Pulun glam  AG) =9then -t =32 [ Ry -rex) Jin

Oolayisglo hacimn |y
; V=H= br Alx)dx =JT.J ( Em:ﬂ"'_[rmﬂ‘)dx;

M)

din

Ornek 11 Y=ty e3rist ve Y=-x+3 de§rusv arosindo kolon kapl
bolgeain x-ekseni elrafinda dandirilmasiyle olusan donel cromin h.
min boluave,

) A% Iy eFrinia kesisim nokfelon

Y [ Ll KH=-x43 = Pr-1=0
(1,2) (%2) (x~)=0 =) A=-L, X=).
=%
. - dv= A1 d x
/ Aty=nl (—mﬂl—@"ﬂ =n[ (-x3)"- (x‘nf‘]dx
I = R(-xl-x%bx+8)dx

) )
Hacim = H=v= J V= I Acdx
-—’L -z

'
=5t (~xCAixs)dx = -‘-'-35'-3;
-2
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6 Belirli integrallerin Uygulamalari

6N\ek2: Yy=x? Paraba“i ve Y=2% Ja'ﬁwlort GMSMJC' kalon ka-
pal b'blcjenin, g -ekseni etrofinds ABAJUPUJMeslgle olyson dénrel
cismin haeaiiai buluvn.

e = Acardy = (- 8 )y
! » R0g)=(F

; s
Amorl@ieyn] V=T of (9-£)dy=x(L -4 L

( %:@-_:;%1'-;3 = Y(§~)=0= Y=o, H.:l,) =_£§_-E ‘0‘:3'
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6 Belirli integrallerin Uygulamalari

6.1 Kalwk Yantemi

Dindvrme el:sem‘, integfesyon simring i¢eren eksene dik ohfdj:
zaman ddnel clsmin hacmini bulmak ivin bir diger yoniem kobokjon-
temidin

Sonlv LCabl kapal araliginda, oggm ¢ Hex) sorini Sagl-
Yon sBrekli fenbsiyonlor ile siairl bolgenin x=L ga dograv ek
refinds derdirvlmesi le olyson dénel cismin haemiai arugdiralim?

¥

./,-" -l‘\.\. o
T | | [\/
Yk ~ \
= . ; H E | .
- 1] L ] ———, i i Rectangle
A By

.,
T
x

Cab) alguin bir pargalonis P=§ x0/%1)---;%n3 ; ka al'l-ara)@n
orto noktost ¢ olsun. By parqalaw-la dipil dikdzrigenin yUkoaklizi
feee) ~g(q) ve 3en'|;l?§} AXp=Up-Ypy dit By dfl:dzr-lgeni x=L a’é'g“fv—
sv etrofinds  dsndurorsek, elde edilen kobuguw hacadi:
]chw
= 4%,

AN =25 X Kabugua Yorgopr x kabugun u'ﬁh'e‘:"lﬁ} x l:alov'ﬂ?‘m kdl!illlfl
= 230 « (Ce-L)- (Flep)-Ylep)) . B, .
‘HPII—so fqin Rleﬂalm Hp'am %AV; ~snm I'IMI'“) ka'l-l cismin ‘)eht‘);
inteqral doral hacmini V%ﬁece}:«h'r.

V= l‘l}l}?ﬁﬂ % avy = ‘f, 20 % (kobgun Yo ttgapi)x (ko bugun kel Jgi)dx

e m .oy,

23 (e-L)

=S b5t (2at) CBCr) -0 .

;FKQBU\L Formili! Cayb] aralijinda bir bdlgenm x=L dogrusv etrofunda clSndbl
ﬁr UlMe.sﬁgle, eluson clonel cismgn hacmi |
! - ; kabuk lkabu

Ero“r‘. o V-gz'ﬂ: (ldarwapt) (lﬁiif&ﬂhhfc’)dx
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6 Belirli integrallerin Uygulamalari

kapoh
Ornek |; Y=fea=3x—ct paraboli ve x-ekseni arosindo kealon” bil.

genin x=-l deqrasu etofinds durdurilmesiyle oluson denel cisnin
hacming buluave.

dv =201 ()Y e
- =X (i) (Y dx
I‘.j.":'.?lt'-‘-"‘L

3
V=25 f(l*ﬂ(S‘x-x“)Jx

V== z&f (2% 3%-)dx =25 [ 323+ 4 x- 'Eé'l = 45K |32

Ornek 2: Y- £grisi, x~eksen) ve x=y da’érularl arosinde kclon bol-

Jenin Y-ekseni etofinds dﬁndvrblﬂe.s’lglc.olu;an danel cismin hoemi.
Nt ‘uluﬂv‘l.-

dv=2ST X Ydx =25t x @ dv

x
Ia v__—w.f 'f“‘"'k °'ﬁ;ﬁq dx

amwff
...chJ ‘r.l"d;c méx%l

IZPJI
= 22X be>

Ornek 3: Y= egrisy, x -ekseni ve x={ dea nrlart apsinde  kolon bil-
genin x-ebseni edrufinds dendurilmesiyle olu;an denel cismin hacmini

LV\UWAV’.- . .
4n . b=l leolok ikoek i 4y %, babok

kobok \) rALS aﬂﬁof!) bk 3‘)
it W =5
.u Yarigep 225 Y (4-%) dw
>0y

= 27 Yy f.lf—:f")aﬂ

2 2
H.—.zsr.g B C4-Yt)dy = ?_sr,ér(w-ss)Jg :z:t(zs"ﬂ%f r: ex b

She I]h ght

.
J _'_'_.______M
r

X
She |1
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6 Belirli integrallerin Uygulamalari

63 Duz\em Eqmlerm Uz.unluiju
Birine -Lurevl surekll oba -Fanhlsgm

@‘1%05‘ gl_gﬂ\_ (smooth) denir.
oy, 3-’:“&) Cad (E.d]) afu‘qmdd
ai;:... ;k b )% do 2qun -Fonks'tgo:\ olsun, Ea;h]\lﬁn bir par-
galamsy P=§ % %, %3 olswr. ko alf-
arakk Cre%d'do fonksiyenva yollasik vanlge {@u)*+@y)® din
Her alordhtho Griclomo beger Teoramini vyguler ve Rieman toplamn

Yorersa k é‘r'ld"'-#(li‘dp)" 2 {1e(Q8 ) avy, —2Jl+(f ety

elde edernn NPII-96 igin Riemann +¢9Pla~mm limybint qlicsok:

L-S 1+ § ) dx-f Jl+bﬂ Jx

formilons e\de a:)ern., %, Umia 'o'lr -Fanl:sssanu ite X=4l) ve €¢d]
amlujde Au-a.gun f}e Iou ’Fﬂwd\d ﬁ’lﬁ;] C‘l-'i:]l (GZ% 1—!-( 4y,

2 L P
,SeH?nJe Je Y Ota bilien

D'uzgun Bir E‘grmln Uzunlvk ForMu\d 'F thagonu E‘hU arql:-!mé:l;
duagun ise a‘a’aAL e 3.—.-:9(3) rainin vrualigv
r

L& I H(g;'}) dx 'L

"Sagtstau" 9 -ﬁaablsmu Cc,d_'l am‘tﬁlﬂda J’ﬁzg\m e c\Yen d_ge X2 3(3)

[eﬂhsmm u'wn\ug‘u L= J' ’“_@_ lc‘fj

sagusede.

Omekl: Coud ora):'g‘wfa " P “‘m 'xs,?:-l eqrisiAn U‘Lvnlv?vnv buleace.

( 5 .
'Frx):ﬁl-;‘:—-fzt’i"xu" ) Ce\Bde surekl oldindan eqri dingin egridir.
1 ) i ]
L= 6“!*(3!2,‘ ) o\x:!{n(tﬁﬂ."‘)"‘dx:bfmx = %--‘yt:-»-&‘x)%g =42 b

Ornek 2! x=0\an x=? ye 5-‘-(5::)% eFrisinin U?..unlvﬁuw bduac.
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ll

Y B:(%Tfs

@) %‘-?}_ 2 l%‘jlls{"& (3“)% xza'do Fanmli a’eg‘fUif

ESrinia U-.,m\Vg wav by Fureve l\esa,o\oga:\agl‘z.

ol ﬁ% 3"‘(2‘-)%_') ‘j_z_::)'x 7..3

y=(x {5 e5risinin Q'dan ye Yoy vnlgy , x=z2y4’h egrisinia o'das
‘e olan yoy nulvgy ile ayndr.

ég 3457 bitinei forevi stretlidis. EFrinin viwnhgy

a L= [\RBgdy = { (Ta3ds = 3 (waef™ [ = 2 Com- b
i,

Ornee3: Uzunlok Lormu liny kullonorak, ~Cayt=g gemberinin e
fesinin 43T oldvgunv gdsterini,
Gemberin dopthe biri y={To®, ocxer din Onun

vzvaluju L= b - ___ %
i R

=2Me 4! domuh olmadGindun inteyral cperalladficilmis ?n-legmUir.

L= P E T e = o (T e VR YO [t

x=mlde

_lm Zs'\n(&)r"' \;241 2 Sin'.L =3C br.
Gemberin gevres; 43 din

Kise Otferansiyel Formvly: L= Y TNCTRE L—Syflr @Yy Aformille-

ral -l-urev\ar 3erme. dl—ferm:gc“er ,]e_ anb,hﬂl
J dx:ll-\- dy\y. =(g¥1+7§a.°”‘1l'-“-ld"‘1*‘f)3""l' %ﬂ

ds—{dﬂ&a\p‘ Yay4 vwnlvg Jmfa%\s;gelfj L= _fJ.S Yay uxmlx/ij‘mm
u\i#eranslgcl formiuly .
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